(AZDASAGI MATEMATIKA 2. — 13. HET
KESZITETTE: DR. NAGY NOEMI

1. SzZALLITASI FELADAT

A szallitasi feladat egy specidlis linedris programozasi feladat, ezért szimplex modszerrel is meg-
oldhaté lenne, azonban annak egy médositott valtozatat fogjuk haszndlni.

A feladat sordn m darab raktdrunk van (R;) és n darab bolt (B;). A raktdrakban r; egységnyi
mennyiségli termék all rendelkezésre, a boltokban pedig b; egységnyi mennyiségii termékigény van.
Amennyiben a két dsszeg nem egyezik meg, azaz }r; # ), b;, fiktiv raktdrat vagy fiktiv boltot kell
létrehozni, melynek kapacitdsa vagy igénye a két 6sszeg kiilonbségével egyezik meg, valamint a szal-
litasi koltség itt természetesen 0.

(Ha valamelyik raktarbol valamelyik boltba nem tudunk szallitani, ott hagyomdnyosan egy M
frandd, amivel azt fejezziik ki, hogy a kettd kozott végtelen nagy lenne a szallitdsi koltség. Egy
masik lehetdség, hogy a kettd kozott egy nagysdgrendekkel nagyobb szallitdsi koltséget irunk, mint a
tobbi.)

Adottak tovabba a szdllitds koltségei, azaz hogy az i-edik raktarbdl a j-edik boltba mennyibe keriil
(vagy milyen tavolsadgra van, stb.) a szallitds: c¢;;. A feladat sordn meg kell hatdroznunk azt a széllitasi

tervet, ahol az 6sszkoltség minimdlis. A feladat matematikai modellje a kovetkez6:

n

D oxy=by (j=12...,m)
i=1

m

inj:ri (l: 1,2,...,]’[)

j=1
;20 (i=1,2,...,n,j=1,2,...,m)

n m
Z Z ¢ijX;; — min
i=1 j=1
Az i-edik raktarbdl a j-edik boltba szillitott mennyiségeket x;;-vel jeloljik.
Természetesen felmeriilhet olyan probléma is, ahol az dsszértéket maximalizdlni szeretnénk. Erre
is fogunk példat latni.
A feladat megolddsdban nagy segitségiinkre lesz a feladat dudlisa: Az elsd m feltételhez vezessiik
be az u; valtozokat, a maradék n feltételhez pedig a v; véltozokat. Ezek el§jelére vonatkozdéan nincs

megkotésiink, hiszen minden feltétel egyenldség. A széllitasi feladat dudlisa tehét a kdvetkezo:

ui+vi<c; (i=12,...,n,j=12,...,m)
m n
riu; + ijvj — max
i=1 =1
Nézziink most két konkrét példat és érdekességképpen irjuk fel a feladatot linedris programozasi

feladatként, valamint a feladat dualisat is:
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1.1. Példa. Harom boraszat harom iizletet 1at el borral. Az aldbbi tablazat azt mutatja, hogy az egyes
borédszatokbol az egyes iizletekbe mekkora a szallitasi koltség, valamint hogy hiny egységnyi bor all

rendelkezésre (kapacitds), valamint hogy az iizleteknek mekkora mennyiségre van sziikségiik (igény):
igény | 120 90 50

kapacitds U, U, U
100 B, 50 10 20
80 B, 40 30 10

110 B; 5 80 70

Tovéabbd a harmadik bordszat teljes kapacitassal miikodik.

Megoldas. Mivel azt latjuk, hogy a bordszatok kapacitasa és az iizletek igénye nem egyezik meg
(100 + 80 + 110 = 290, 120 + 90 + 50 = 260), ezért 290 — 260 = 30 kapacitdssal 1étrehozunk
egy ujabb, fiktiv iizletet, melyben természetesen a széllitasi koltség O lesz, hiszen az ide szallitott
termékeket valdjadban nem mozgatjuk. A példa utolsé mondata azt jelenti, hogy a fiktiv iizlet és a
harmadik bordszat kozott nem lesz szallités, igy oda szallitasi koltségként "M" keriil:

igény | 120 90 50 30

kapacitas U, U, U; UZ
100 B, 50 10 20 O
80 B, 40 30 10 O

110 B; 5 8 70 M

Most mar felirhatjuk a feladatot lineéris programozasi feladatként:

X1+ X2+ X3+ X4 = 100

X21 + X2 + Xo3 + Xog = 80

X31 + X3 + X33 + x34 = 110
X1 + X1 + x31 = 120
X2+ Xpp + X3p = 90
X13 + X3 + X33 = 50
X14 + X4 + X34 = 30

X115 X125 X135 X145 X215 X225 X235 X24, X31, X32, X33, X34 = 0

50)C11 + 10)612 + 20)C13 + 0)614 + 40X21 + 30)622 + 10)623 + 0)624 + 5X31 + 80)632 + 70)633 + Mx3y — min

Az els6 harom feltételhez az u;, a masodik négyhez a v; valtozokat bevezetve a feladat dudlisa a
kovetkez6képpen néz ki:
U+ <50 1+, <10 w1 +03<20 wu+vs <0
U +01 <40 wr, +1, <30 W+ <10 w,+vs <0
Uz +01 <5 u3+1, <80 uz+v3<70 uz+vs <M
100w, + 80uy + 110u3 + 120v; + 90v, + 50v3 + 30v4 — max
Ennek a feladat megolddsa soran még hasznat fogjuk venni.
Miutan 1étrehoztuk fiktiv iizletiinket és beirtuk az M-t, ahova sziikséges, a kovetkezo 1€pés az induld

tdbla meghatdrozdsa. Erre harom mddszert fogok megmutatni:
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1.1.1. Eszak-nyugati sarok médszer. Ennél a médszernél az észak-nyugati (bal-felsd) sarokbél indu-

lunk és beirjuk a legnagyobb értéket, amit tudunk, azaz a rendelkezésre 4ll6 kapacitds és az iizlet

igényének minimumaét. Ez azt jelenti, hogy ennyivel csokken mind a két érték:

igény | 120 90 50 30
kapacitas U, U, U; Uj
100 B, | 100 St
80 B,
110 B;

igény | 20 90 50 30
kapacitas U, U, U; UZ
0 B, |100 - - -
80 B,
110 B;

A mddszert addig folytatjuk, mig a felhasznalhat6 kapacitdsok és igények nulldra nem redukédlédnak:

igény | 20 90 50 30
kapacitas U U, U; Uj
0 B, [100 - - - =
80 B, | 20
110 B;
igny | 0 90 50 30
kapacitds U, U, U; U;
= 0 B, |100 - - -
60 B, | 20 60
110 B; -
igény | 0 30 50 30
kapacitas U, U, U Uj
= 0 B, |[100 - - -
0 B, | 20 60 - -
110 B; - 30
igény | 0 0 50 30
kapacitds U, U, U; U
= 0 B, |100 - - -
0 B, |20 60 - -
80 B; - 30 50
igény | O 0 O 30
kapacitas U, U, U UZ
= 0 B, |[100 - - -
0 B, | 20 60 - -
30 B; - 30 50 30

igny | 0 90 50 30
kapacitas U, U, U; UZ
0 B, [100 - - -
60 B, | 20
110 B; -
igny | 0 30 50 30
kapacitds U, U, U; U;
= 0 B, |100 - - -
0 B, |20 60 - -
110 B; -
igny | 0 0 50 30
kapacitas U, U, U; Uj
= 0 B, [100 - - -
0 B, | 20 60 - -
80 B; - 30
igny| O 0 O 30
kapacitds U, U, U; U;
= 0 B, |100 - - -
0 B, |20 60 - -
30 B; - 30 50
igkny| 0 0 O O
kapacitas U, U, U; Uz
= 0 B, [100 - - -
0 B, |20 60 - -
0 B; - 30 50 30

Ez lesz az észak-nyugati sarok mddszerrel kapott indul6 tédblank.
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1.1.2. Minimadlis koltségek modszere. Ennél a modszernél a szdllitasi koltségekre is sziikségiink lesz.

A mddszer lényege, hogy mindig a legkisebb koltségilihtz irjuk be a lehetd legnagyobb mennyiséget:

szallitasi koltségek: indulo tabla:
igény | 120 90 50 30 igény | 120 90 50 30
kapacitds U, U, U; U; kapacitds U, U, U; U;
100 B, 50 10 20 0 - 100 B 30
80 B, |40 30 10 O 80 B,
110 B; 5 8 70 M 110 B;
igény | 120 90 50 O igény | 120 90 50 O
kapacitas U, U, U; Uj kapacitas U, U, U; UZ
70 B, 50 10 20 - = 70 B, 30
80 B, | 40 30 10 - 80 B, -
110 B; 5 80 70 - 110 B; | 110 -
igény | 10 90 50 O igény | 10 90 50 O
kapacitds U, U, U; U; kapacitds U, U, U; U
70 B, |50 10 20 - = 70 B, 70 30
80 B, |40 30 10 - 80 B, -
0 B; - - - = 0 B; |110 - - -
igény | 10 20 50 O igény | 10 20 50 O
kapacitas U, U, U; Uj kapacitas U, U, U UZ
0 B, - - - = = 0 B, - 70 - 30
80 B, [40 30 10 - 80 B, 50 -
0 B; - - - = 0 B; |110 - - -
igény | 10 20 0 O igény | 10 20 0 O
kapacitds U, U, U; U; kapacitds U, U, U; U;
0 B, - - - = = 0 B, - 70 - 30
30 B, [40 30 - - 30 B, 20 50 -
0 B; - - - = 0 B; |110 - - -
igny |10 O O O igény | 10 0 O O
kapacitas U, U, U Uj kapacitas U, U, U UZ
0 B, - - - = = 0 B, - 70 - 30
10 B, [40 - - - 10 B, 10 20 50 -
0 By | - - - - 0 B; [110 - - -
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igény | O 0

kapacitds U, U, U; U
0 B, | - - =

0 | B |- -

0 By, | - -

1.1.3. Vogel-Korda mddszer. Ennél a modszernél minden egyes 1épésben meghatérozzuk minden sor-

ban és oszlopban a két legkisebb szallitasi koltségii érték kiilonbségét. Ahol ez az érték legnagyobb,

Tehat minimélis koltségek modszerével

igny| 0 0 O
kapacitds U, U, U; U
0 B, - 70 -
0 B, 10 20 50
0 B; |110 - -

ez lesz az indul6 tablank.

oda fogjuk beirni a lehet6 legtobb szallitast a kisebb értékhez:

széllitasi koltségek:

igény 120 90 50 30
kapacitas U, U, Us U
100 B, 50 10 20 0 10-0=10
80 B, 40 30 10 0 10-0=10
110 Bs 5 80 70 M | 70-5=65
40-5=35 30-10=20 20-10=10 0-0=0

indul6 tabla:

igény | 120 90 50 30
kapacitas U, U, U UZ
100 B,
80 B,
110 B; | 110
széllitasi koltségek:
igény 10 90 50 30
kapacitas U, U, U, Uj
100 B, 50 10 20 0 10-0=10
80 B, 40 30 10 0 10-0=10
0 B; - - - - -
50-40=10 30-10=20 20-10=10 0-0=0

indulo tabla:

igény | 10 90 50 30
kapacitas U, U, U UZ
100 B, 90
80 B,
0 B; |[110 - - -
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szallitasi koltségek:

igény 10 0 50 30
kapacitas U, U, Us, Uj;
10 B, 50 - 20 0 20-0=20
80 B, 40 - 10 0 10-0=10
0 B; - - - - -
50-40=10 - 20-10=10 0-0=0

indul6 tabla:

igény | 10 0 50 30
kapacitas U, U, U UZ
=
10 B, 90 10
80 B, -
0 B, |110 - - -

széllitasi koltségek: i
indul6 tabla:

igény | 10 0 50 20 o
- R igény | 10 0 50 20
kapacitas U U, U3 U - - o
kapacitéds U U, U3 U,
0 B] - - — — - -
0 B, - 9 - 10
80 B, |40 - 10 O | 10-0=0
80 B, 10 - 50 20
0 B; - - - - -
0 B; |110 - - -
7 - 7 7

Az utols6 1épésben az oszlopok koziill mar tdl sok valasztdsi lehet6ségiink nincsen, ezért az lires
helyekre beirjuk a fennmarad6 kapacitasokat.
Altaldnossdgban elmondhaté, hogy a Vogel-Korda médszer - bar némiképp bonyolultabb a tobbinél

- a legjobb, hiszen éltaldban ez mér par Iépésen beliil a minimalis 0sszkoltségli eredményt adja.

A megoldas folytatasa. A mddszer ismertetéséhez sziikségiink lesz a szallitasi koltségek tablazatara

és egy indulé tablara. Utobbi legyen az észak-nyugati sarok moédszerrel kapott indulé tabla:

szallitasi koltségek: indul¢ tébla:

U, 0, U; U U, U, U; U
B;[50 10 20 O B, 100 - - -
B, |40 30 10 O B,| 20 60 - -
B;| 5 8 70 M B;| - 30 50 30

Indulaskor a széllitasi koltség:
50-100+40-20+30-60+80-30+70-50+ M - 30 = 13500 + 30M
A szallitasi feladat megolddsahoz mindkét tablara sziikségiink lesz. Els6 korben a szallitasi kolt-

ségek tabldval foglalkozunk: felhasznéljuk, amit a dudl feladat sordn felirtunk. Bevezetiink u és v
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valtozokat, melyek 0sszegének értéke azokon a helyeken egyezik meg a széllitasi koltségekkel, ahol

az indulo tabla szerint torténik szallitas:

U1 %) U3 U4
up | up +uv; =50 10 20 0
U | up +v; =40 up + v, =30 10 0
U3 5 uz + v, =80 w3 +uv; =70 wuz; +vy =M

A kovetkezd 1€pésben u; = 0 vélasztds mellett meghatarozzuk az u-k és v-k értékét. Ahogy az aldbbi

tdblazatban latjuk, a sorok és oszlopok elején 1évo értékek Osszege éppen a kék szinli szdmokkal

egyezik meg.
v =50 v, =40 v3=30 vs=M-40
u =0 50 10 20 0
u; =-10 40 30 10 0
uz =40 5 80 70 M

A t6bbi helyen kiszamoljuk a c;; — u; — v; értéket. Az algoritmus akkor ér véget, ha ezek kozott nem

fog negativ szdm megjelenni.

v; =50 v, =40 vz =30 vy =M —40
u =0 50 10-0-40=-30  20-0-30=-10 0-0-(M-40)=-M+40
u, = -10 40 30 10-(-10)-30=-10 0-(-10)-(M-40)=-M+50
uz =40 | 5-40-50=-85 80 70 M

Ha ezen értékek kozott taldlunk negativ értéket, akkor javithaté az optimadlis érték. Célszerd azt a
szallitast valasztani, ahol ez a negativ érték a legkisebb (ezt meg is vastagitottuk). Igy tehat az elsé
bordszat és a fiktiv iizlet kozott torténnie kell szallitdsnak. Igy a szdllitdsi tablaban ide els6ként x-et

frunk €és elkezdddik a hurokmoddszer:

U, U, U; U
B, 100 - - x
B, 20 60 - -
B;| - 30 50 30

A hurokmddszer 1ényege abban 4ll, hogy mivel valahovd beirtunk az x értéket, ezzel az értékkel a
sordban egy helyen x-szel csokkennie kell az adott értéknek, ami azt jelenti, hogy annak oszlopdban
egy helyen az érték x-szel novekedni fog, €s igy tovabb. A cél, hogy ez "korbeérjen", tehat vissza az
x-hez. Ezért hivjuk ezt hurokmddszernek.

B, | 100-x - - X

B, | 20+x 60-x - -

B; - 30+x 50 30-x
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Az x értéke a legkisebb szdm azok koziil, ahol —x lathatd, azaz x = min{100, 60, 30} = 30. fgy a

kovetkezs szallitasi tablank:

U, 0, U3 U
B |70 - - 30
B,|50 30 - -
B;| - 60 50 -

Igy tehat az djabb szallitasi koltség:
50-70+0-30+40-50+30-30+80-60+70-50 = 14700

Meg kell vizsgédlnunk, hogy ez mar az optimdlis érték-e, amit a szdllitdsi koltségek tdblazata-

val tehetiink meg: bevezetjik az u és v ért€keket, rogzitjiik, hogy u; = 0 és ennek segitségével

meghatdrozzuk a tobbi értéket, majd azokon a helyeken, ahol nem tortént szllitds, kiszamoljuk

a ¢;; — u; + v; értékeket és amennyiben taldlunk negativ ért€ket, javithaté a szallitasi koltség €s a

hurokmodszer segitségével ezt megtessziik. A mddszert addig folytatjuk, mig az 1j értékeknél sehol

nem lesz negativ szam a szallitdsi koltségeknél:

v vy U3 U4
up | up +uv; =50 10 20 up +vs =0
Uy | U, +v; =40 u, + v, =30 10 0
U3 5 us + v, =80 w3 +v; =70 M
v; =50 v, =40 v3 = 30 v, =0
u =0 50 10-0-40=-30  20-0-30=-10 0
uy = —10 40 30 10-(-10)-30=-10  0-(-10-0)=10
uz =40 | 5-40-50=-85 80 70 M-40-0=M-40

Amint lathat6, ez még nem optimaélis, ezért a hurokmddszer segitségével meghatarozzuk a kovetkezd

szallitasi tablat:

U, U, U; U U, U, U; U
B,|70 - - 30 . B,| 70 - - 30
B, |50 30 - - B, | 50-x 30+x - -—
B;| x 60 50 - B;| x 60-x 50 -
Itt x = min{50, 60} = 50, vagyis az ujabb szallitasi tabla:
U, U, U; U
B,|70 - - 30
B,| - 80 - -
B; |50 10 50 -

A kovetkezd 1épésben kiszamoljuk a szallitas koltségét:
70-50+30-0+80-30+50-5+10-80 + 50 - 70 = 10450
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Vizsgaljuk meg, hogy ez mar optimalis-e:

U1 U U3 Uy

up | u; +uv; =50 10 20 up +vs =0

Uy 40 U + v, =30 10 0

uz | uz3+uv; =5 uz+uvy, =80 wu;+uv; =70 M

v; =50 v, = 125 vz =115 vy =0
u =0 50 10-0-125=-115  20-0-115=-95 0

uy = —95 | 40-(-95)-50=85 30 10-(-95)-115=-10 0-(-95)-0=95
us = —45 5 80 70 M-(-45)-0=M+45

Azt latjuk, hogy a tdbldzatban tovabbra is szerepelnek negativ értékek, ezért a megfeleld helyre beir-

juk x-et és a hurokmdodszert alkalmazzuk:

U, U, U; U U, 0, U, U
B;| 70-x x - 30 = minf70,10) = 10 = B;|60 10 - 30
B, - 80 - - B, - 8 - -
B; [ 50+x 10-x 50 - B; |60 - 50 -
A szallitasi koltség ekkor:
60-50+10-10+30-0+80-30+60-5+50-70 = 10300
Vizsgéljuk meg, ez mar optimaélis-e:
U1 U U3 Uy
up | up +v; =50 u; +v, =10 20 up +vs =0
U 40 U + v, =30 10 0
us | uz+uv; =5 80 us + vy =70 M
v; =50 v, =10 vy =115 vy =0
u =0 50 10 20-0-115=-95 0
u, =20 | 40-20-50=-30 30 10-20-115=-125 0-20-0=-20
us = —45 5 80-(-45)-10=135 70 M-(-45)-0=M+45
Ismét talaltunk negativ értékeket, ezért tovabb szamolunk a hurokmddszerrel:
v U, U U U U, U U
B;| 60-x 10+x - 30 ) B, | 10 60 - 30
x = min{60, 80,50} =50 =
B, | - 80-x x - B,| - 30 50 -
B; [60+x - 50-x - B;| 110 - - -

Itt a szallitasi koltség:
10-50+60-10+30-0+30-30+50-10+ 110-5 = 3050
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Nézziik meg, lehet-e ezen a szallitasi koltségen javitani:

Uy Uy U3 U4
up | up +v; =50 wu; +v, =10 20 up +vs =0
Uy 40 Uy + v, =30 u, +v;3 =10 0
us | uz+uv; =5 80 70 M
v; =50 01,=10 v; = —10 v, =0
u =0 50 10 20-0-(-10)=30 0
u; =20 |40-50-20=-30 30 10 0-20-0=-20
uy = —45 5 80-(-45)-10=115 70-(-45)-(-10)=125 M-(-45)-0=M+45
Lehet javitani a széllitasi koltségen, ezért hurokmddszerrel folytatjuk az algoritmust:
U, U, U; U U, U, U; U
B, |10-x 60+x - 30 . B,|] - 70 - 30
x =min{10,30} =10 —
B,| x 30x 50 - B,| 10 20 50 -
B; | 110 - - - B;| 110 - - -
Ellendrizziik, hogy ez mar optimédlis-e:
Ui 1% U3 U4
U 50 u; + v, =10 20 up +vs =0
U | up +v; =40 ur + v, =30 u, + vz =10 0
usz | uz +uv; =5 80 70 M
v; =20 v, =10 vz = —10 vs=0
uy =0 | 50-0-20=30 10 20-0-(-10)=30 0
uy =20 40 30 10 0-20-0=-20
us = —15 5 80-(-15)-10=85 70-(-15)-(-10)=95 M-(-15)-0=M+15
Sajnos még ez sem az optimadlis szdllitds, ezért haszndljuk a hurokmaodszert a szallitasi tabldban:
U U, U; U U, U, U; U
B;| - 70+x - 30 ) B;| - 90 - 10
x =min{30,20} =20 —
B,| 10 20-x 50 «x B, 10 - 50 20
B; | 110 - - - B; 110 - - -

Ekkor a szallitasi koltség:
90-10+10-0+10-40+50-10+20-0+110-5 = 2350

Vizsgéljuk meg, hogy ez mér az optimélis szallitas-e:

U1 %) U3 Uy
U 50 u; +v, =10 20 u; +v4 =0
Uy | up +v; =40 30 u, +v3 =10 wuy + vy =0
usz | uz +uv; =5 80 70 M
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v; =40 v, =10 v; =10 v, =0
u; =0 | 50-0-40=10 10 20-0-10=10 0
u; =0 40 30-0-10=20 10 0
us = =35 5 80-(-35)-10=105 70-(-35)-10=95 M-(-35)-0=M+35
Tehat osszefoglalva:
szallitasi koltségek: szallitas:
U, U, U; U; U, U, U; U
B, |50 10 20 O Bl - 90 - 10
B,|40 30 10 O B,| 10 - 50 20
B;| 5 8 70 M B;|110 - - -

A széllitasi 6sszkoltség: 2350.

1.2. Megjegyzés. Ha a kapott eredményt és a Vogel-Korda mddszerrel meghatarozott indulé tablat
osszevetjiik, azt latjuk, hogy a kett6 megegyezik. Ami azt jelenti, hogy a Vogel-Korda mdédszer

valéban j6 indul6 téblat ad.

1.3. Példa. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy egy sz8l6sgazda melyik sz616fajtabol mennyit kinal
veszik a szOl6t, ezért pusztdn azt hatdrozzak meg, hogy mennyi sz6l6re van sziikségiik. Hatdrozzuk
meg, hogy a sz6l6sgazda melyik vevonek melyik fajtdbol mennyit adjon ahhoz, hogy a bevétele

maximdlis legyen!

rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
igény csabagyongye saszla sz6loskertek kirdlyndje
200 kg Armin 100 Ft 120 Ft 150 Ft
120 kg Arpad 80 Ft 130 Ft 120 Ft
180 kg Aron 110 Ft 110 Ft 130 Ft

Megoldas. Az els6 feladatunk, hogy ellendrizziik, hogy az igény és a rendelkezésre all6 mennyiség
Osszegei megegyeznek-e, egyébként fiktiv vevét vagy fiktiv fajtat kellene bevezetniink, természetesen
0 Ft-os dron. Itt most az igények 0sszege 200+120+180=500 kg és a rendelkezésre all6 sz6l6menny-
1ség 100+150+250=500 kg, tehat 1) sor vagy oszlop bevezetésére nincs sziikség.

Mivel az eredeti célunk, hogy az 6sszbevételt maximalizéljuk, a feladatot at kell irnunk minimum
feladatra, hiszen arra mar ismerjiik a megoldasi moédszert. Ehhez megkeressiik a legnagyobb szallitasi

koltséget (jelen esetben a kialkudott vételdrat) és minden egyes drat kivonunk bel6le:

rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
igény csabagyongye saszla sz06l6skertek kirdlyndje
200 kg Armin 150-100=50 Ft  150-120=30 Ft 150-150=0 Ft
120 kg Arpad 150-80=70 Ft  150-130=20 Ft 150-120=30 Ft
180 kg Aron 150-110=40 Ft 150-110=40 Ft 150-130=20 Ft
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Innentdl kezdve ezzel a tablazattal foglalkozunk és ugyanigy jarunk el, mint az el6z6 példdban.
A feladat megoldasahoz sziikségiink lesz egy indul6 tablara, amit a Vogel-Korda mddszerrel hata-

rozunk meg. Hiszen mint l4ttuk, ez a legtobb esetben mér optimdlis vagy kozel optimalis megoldast

ad.
kapacitas 100 150 250
igény Sz, Sz, Sz,
200 A, 50 30 0 30-0=30
120 A, 70 20 30 | 30-20=10
180 A; 40 40 20 | 40-20=20
50-40=10 30-20=10 20-0=20
kapacitas | 100 150 250
igény Sz, Sz, Sz
= 200 A, 200
120 A,
180 A
kapacitas 100 150 50
igény Sz, Sz, Sz
0 A, - - - -
120 A, 70 20 30 30-20=10
180 A; 40 40 20 40-20=20
70-40=30 40-20=20 30-20=10
kapacitas | 100 150 50
igény Sz, Sz, Sz
= 0 A - - 200
120 A,
180 A; 100
kapacitas | O 150 50
igény Sz, Sz, Sz;
0 A, - - - -
120 A, - 20 30 30-20=10
80 A - 40 20 40-20=20
—  40-20=20 30-20=10
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1.3 Példa
kapacitdis | 0 150 50
igény Sz; Sz, Sz
= 0 A, - - 200
120 A, -
80 A, 100 50
kapacitas | O 150 0 )
. kapacitais | 0 150 O
igény Sz, Sz, Sz3 ;
> lgény SZ1 SZ2 SZ3
0 Ay - - - |- -
. = 0 Ay - — 200
120 A, - 20 - .
. 120 A, - 120 -
30 Az - 40 - p
30 A 100 30 50
- 40-20=20 -

Tehat a minimalizdlasra atirt feladat szallitasi koltségek tabldja és az induld tébla a kovetkezd:

szallitasi koltségek:

indul6 tabla:

Sz, Sz, Sz Sz; Sz, Sz
A |50 30 0 Al - - 200
A, |70 20 30 Al - 120 -
Ay 40 40 20 A; 100 30 50
Vizsgaljuk meg, hogy ez az optimélis eredményt adja-e:
U1 U2 U3
U 50 30 u; + vz =0
U 70 up + vy =20 30
us | uz +v; =40 wuz + v, =40 w3 + vz =20
v; =20 v, =20 v3=0
u; =0 | 50-0-20=30 30-0-20=10 0
u, =0 | 70-0-20=50 20 30-0-0=30
uz =20 40 40 20

Mivel a ¢;; — u; — v; értékek mind pozitivak, ezért az indul6 tabla egyiittal az optimalis is.

Tehat a feladat megoldasa a kovetkezd:

vételarak: széllitasok tibldja:
rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
. . SZ1 SZ2 SZg
igény csabagyongye saszla szOloskertek X 00
200 kg Armin 100 Ft 120 Ft 150 Ft Al 120
120 ke Arpad 80 Ft 130Ft 120 Ft 2
. A; [ 100 30 50
180 kg Aron 110 Ft 110 Ft 130 Ft
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A sz0l8sgazda bevétele:

200-150+120- 130+ 100-110 + 30 - 110 + 50 - 130 = 66400

Ezt a bevételt a sz616sgazda tigy érte el, hogy Arminnak sz6l6skertek kiralynsjébsl 200 kg-ot adott el,
Arpéadnak 120 kg saszla sz616t és Aronnak 100 kg csabagyongyét, 30 kg saszlt és 50 kg sz616skertek

kirdlyngjét.

1.4. Megjegyzés. A feladat megolddsit nagyban médositand, hogyha példaul Armin nem szeretné
a szOloskertek kirdlyndje fajtat és nem is vasarolna belGle. Ebben az esetben amikor a feladatot
minimumfeladatta alakitjuk, a tdblazat megfeleld helyére M-et kellene irnunk.

Amint sejthetd, ebben az esetben teljesen mas megoldasra vezetne a feladat.

1.5. Megjegyzés. Amennyiben a c;; — u; — v; értékek kozott O szerepelne, az azt jelenti, hogy tobb
optimdlis megoldas is 1étezik. Ha ide x értéket szallitunk, akkor a hurokmddszerrel meghatdrozhatjuk,

hogy x milyen értékek kozott mozoghat és hogy ekkor a tobbi szdllitds hogyan alakul.

2. H0zZARENDELESI FELADAT

A hozzéarendelési feladat a széllitasi feladat egy specidlis valtozata. Roviden a feladat leirdsa a
kovetkezd: Van n feladat €s ugyanennyi dolgoz6. Minden feladatot el tud végezni minden dol-
2026, azonban nem ugyanolyan koltséggel teszik azt. Altaldnosan az i-edik dolgozé a j-edik feladat
elvégzését c;; Osszegért csindlja meg. A feladat megolddsa sordn minden dolgozénak munkat kell ad-
nunk és minden feladatot el kell végeztetniink ugy, hogy Osszességében a lehets legkisebb koltséggel
végezzEk el a feladatot.

Az igy leirt feladat matematikai modellje a kovetkezd:

x;€{0,1} G, j=1,...,n)
Z Z ¢jjX;j — min
i=1 j=1
Itt az x;; = 0, ha az i-edik dolgoz6 nem a j-edik munkat kapja és x;; = 1, ha igen.
Tehat a célunk, hogy egy nxn méretd koltségmatrixbdl n darab szdmot valasszuk ugy, hogy minden

sorban és minden oszlopban pontosan egy vélasztott elem legyen, melyek 6sszege a lehetd legkisebb.

2.1. Megjegyzés. A hozzarendelési feladat, mint a bevezetésben is szerepelt, a szdllitasi feladat
specidlis esete, hiszen dgy is tekinthetiink rd, mintha a kapacitdsok és igények mennyisége 1 lenne.
Azonban az ilyen tipusi (hozzdrendelési) feladatok megolddsara a specidlis voltuk miatt més, egysz-
eribb médszert fogunk hasznélni.

A moédszert az aldbbi példan keresztiil mutatjuk be:
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2.2. Példa. Az alabbi tdblazat azt mutatja, hogy 6t kiillonboz6 feladat elvégzésére 6t alkalmazott
mennyi id6 alatt képes. Melyik dolgozé melyik feladatot végezze el ahhoz, hogy 6sszességében a

leggyorsabban el legyen végezve minden munka?

F1 F2 F3 F4 F5
DI |13 13 21 6 22
D212 13 15 4 18
D320 20 20 10 22
D426 26 24 12 27
D59 7 8 3 9

Megoldas. A feladat megoldasanal els6 1épésben sor- €s oszlopredukcidra van sziikség. Ez azt je-
lenti, hogy minden sorbél, majd minden oszlopbdl ki kell vonnunk a legkisebb értéket. Igy egy olyan

tdblazathoz jutunk, ahol minden sorban €s minden oszlopban legaldbb 1-1 darab O érték fog szere-
pelni:

F1 F2 F3 F4 F5
F1 F2 F3 F4 F5 5l 7 15 0 e
DI |13 13 21 6 22| -6 pls o 11 o 14
DI 13 05 4 8 =4 palig 10 10 0 12 —
D320 20 20 10 22| -10 pal1a 14 12 0 15
D426 26 24 12 27| -12 Dsl6 4 5 0 6
D59 7 8 3 9| -3
-6 -4 -5 -6
F1 F2 F3 F4 F5
DI|1 3 10 0 10
D22 5 6 0 8
D34 6 5 0 6
D48 10 7 0 9
D5/0 0 0 0 O

Amint latjuk, itt mar minden sorban €s minden oszlopban taldlunk nulldkat. A feladatunk, hogy
ebbdl minél tobb nullat be tudjunk jeldlni. Ezeket fiiggetleneknek nevezziik. Altaldban tdblanal ezeket
a nulldkat be szoktam karikdzni, itt pirossal jeloljiik. A kivédlasztds médjara javasolndm, hogy olyan
sorokbdl vagy oszlopokbdl vélasszunk nullat, ahol csak az az egyetlen nulla szerepel. Innentdl kezdve

annak oszlopabdl €és sorabdl mar nem valaszthatunk ki tobb nullat, hiszen nem lennének fiiggetlenek.

F1 F2 F3 F4 F5
D1 3 10 0 10

D22 5 6 0 8
D3|4 6 5 0 6
D48 10 7 0 9
D50 0 O 0 O
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Amint l14tjuk, tobbféleképpen is kivalaszthattuk volna ezt a két nullat, de tobb fiiggetlen nulla nincs
a tablazatban, hiszen vagy a sorban vagy az oszlopdban mar valasztottunk ki nullat.

Tehat a fliggetlen nulldk szdma most nulla. A folytatdsban az Osszes tdbldzatban szerepld nulldt
le kellene fedniink vonalakkal. A tdbldn egyszertien dthiznam a kivdlasztott sort vagy oszlopot, itt
sziirkére szinezem a véalasztottakat.

A nullak lefedésénél elegendd annyi vonal, ahdny fiiggetlen nulla szerepelt a tdblazatban!!!

Ezért azt javaslom, hogy a fiiggetlen nulldk kivalasztdsdval ellentétes médon azokat a sorokat vagy
oszlopokat érdemes els6ként kivélasztani, amelyben sok nulla szerepel. Itt ez a negyedik oszlopban

és az utolso sorban van.

F1 F2 F3 F4 F5
Diy1 3 10 0 10
D22 5 6 0 8
D3|4 6 5 0 6
D48 10 7 0 9
D50 0 O 0 O

A megoldas kovetkez6 1épése, hogy bevezetiink egy x értéket, mely az 4t nem huzott értékek koziil
a legkisebb. Ez most x = 1.
Ennek segitségével egy uj tdblazatot {runk fel a kovetkez6képpen:
e az at nem huzott (fehéren maradt) értékekbdl kivonjuk x-et
e az egyszer athuzott értékek (vilagossziirke celldkban) valtozatlanok maradnak

e a kétszer athuzott értékekhez (sotétsziirke celladkban) hozzdadjuk x-et:

F1 F2 F3 F4 F5 F1 F2 F3 F4 F5
D1 |1-1 31 10-1 0 10-1 DI{0 2 9 0 9
D2|2-1 51 61 0 81 D21 4 5 0 7
D3|4-1 6-1 51 0 6-1 - D3|3 5 4 0 5
D481 10-1 7-1 0 9-1 D47 9 6 0 8
D5| 0 0 0 0+1 O D50 0 0 1 O
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Az igy kapott tdbldzatban ismét fiiggetlen nulldkat keresiink
F1 F2 F3 F4 F5

DI{o0 2 9 0 9
D21 4 5 0 7
D3|3 5 4 0 5
D47 9 6 0 8
D50 0 0 1 O

A tabl4zatban hirom fiiggetlen nulldt tudtunk megjeldlni, igy harom vonallal le tudjuk fedni az dsszes

tablazatbeli nullat:
Fl1 F2 F3 F4 F5

DIjo 2 9 0 9
D21 4 5 0 7
D3/3 5 4 0 5
D47 9 6 0 8
D50 0 O 1 O

x = 2, melyet a megfeleld elemekbdl (fehér) kivonunk, illetve a megfeleld elemekhez (sotétsziirke)
hozzaadunk.
Az algoritmust addig folytatjuk, amig minden sorban és minden oszlopban meg nincs jelolve

pirossal (bekarikdzva) egy-egy nulla érték. A kovetkezd tdbldzatokban a fiiggetlen nulldk mellett

mar a nullakat lefedd "vonalakat" is abrazoltuk.

F1 F2 F3 F4 F5 F1 F2 F3 F4 F5
brjo o 7 0 7 bprjo o 7 1 7
D21 2 3 0 5 x=1 D20 1 2 0 4
D3| 3 3 2 0 3 = D3 2 2 1 0 2
D47 7 4 0 6 D46 6 3 0 5
D52 0 0 3 O D52 0 0 4 O

F1 F2 F3 F4 F5

bDry1 o0 7 2 7
x=1 D20 0 1 0 3
- D3| 2 1 0 0 1
D46 5 2 0 4

D5|3 0 0 5 0
Amint latjuk, az utolsé tdblazatban mar minden sorban és minden oszlopban van jel6lt nulla (amik
fliggetlenek is). Ez azt jelenti, hogy optimalis megoldashoz jutottunk, igy latjuk, hogy példaul az elsd

feladatot a masodik dolgozd, a masodik feladatot az els6 dolgozo fogja kapni, stb.
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A feladatok elvégzéséhez sziikséges 1d0 pedig az eredeti tabldzatbdl olvashat6 le:
F1 F2 F3 F4 F5
DI |13 13 21 6 22
D212 13 15 4 18
D320 20 20 10 22
D426 26 24 12 27
D59 7 8 3 9

A megoldas tehat: 13 + 12 +20+ 12+ 9 = 66.
A kovetkezd példidban megnézziik, hogyan kezelhetd, ha nem az 6sszegek minimumat, hanem
maximumat keresi a feladat, esetleg ha tobb feladat van, mint dolgoz6 vagy forditva, valamint ha

esetleg valamelyik dolgozé valamelyik feladatot nem tudja elvégezni:

2.3. Példa. Egy iskolabdl nyitétancara 6 lany és 4 fiu jelentkezett. Az aldbbi tdbldzat azt mutatja,
hogy melyik lany melyik fidval milyen szivesen tdncolna egy 0-10 skalan.
L1 L2 L3 L4 L5 L6
FI|6 5 8 10 9 5
F216 4 7 8 6 5
F3/5 5 6 8 6 3
F4|7 7 6 9 5 4
A feladatunk, hogy alkossuk meg a 4 fid-lany part tigy, hogy a ldnyok 6sszességében minél boldogab-

bak legyenek €s a negyedik lany mindenképpen kapjon maga mellé part.

Megoldas. A legszembetlindbb probléma, és egyben els6ként megoldandd, hogy a lanyok és fitk

szdma megegyezzen. Ez ugy érhet$ el, hogy két fiktiv fidval bdvitjiik a tdblazatot. Természetesen

egyik lany sem szeretne "veliik" tadncolni, igy ezekbe a sorokba nulldk keriilnek:

LT L2 L3 14 L5 L6
Fir|j6 5 8 10 9 5
F216 4 7 8 6 5
F3 /5 5 6 8 6 3
F4 17 7 6 9 5 4

Fs*1 0 0 0 O O O
Fe*1 0 0 O O 0 O

A feladat maximaélis Osszeget keres, igy a kovetkez6 teenddnk a feladatot minimumkeres$ fela-
dattd atalakitani. Erre, a szdllitasi feladathoz hasonldan gy keriil sor, hogy megkeressiik a tabldzat

legnagyobb értékét (10) és a tdblazat minden egyes elemét kivonjuk beldle:
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L1 L2 L3 14 L5 L6

F1
F2
F3
F4
F5%*

Fo6*

A kovetkezd 1épésben felhasznaljuk,

4 5 2 0 1 5
4 6 3 2 4 5
5 5 4 2 4 7
33 4 1 5 6
10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10

hogy a negyedik lanynak mindenképpen tancolnia kell, igy a

fiktiv fidk sordban a negyedik lany oszlopdba bevezetiink egy M értéket. Ezt a szdllitasi feladat egyik

példdjaban is alkalmaztuk.

L1 L2 L3 14 LS L6

F1
F2
F3
F4
F5*
Fo6*

4 5 2 0 1 5
4 6 3 2 4 5
5 5 4 2 4 7
33 4 1 5 6
10 10 10 M 10 10
10 10 10 M 10 10

A sor- és oszlopredukci6 (a sorrend mindegy) utdn mar minden sorban €s minden oszlopban fog

szerepelni nulla.

LT L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 14 LS L6
Fi|4 5 2 0 1 5 F1|4 5 2 0 1 5
F214 6 3 2 4 5| =2 F2|12 4 1 0 2 3
F3 |5 5 4 2 4 71| =2 = F3 13 3 2 0 2 5
F413 3 4 1 5 6] -1 F412 2 3 0 4 5
F5#110 10 10 M 10 10| -10 F5*1 0 0 0 M 0 O
F6*| 10 10 10 M 10 10 || -10 Fe*1 0 0 O M 0 O

Miutdn minden sorban és minden oszlopban taldlunk nulldkat, a fiiggetlen nullak keresését és a nulldk

lefedését, 4j tablazat meghatdrozdsat ismételjilk, mig minden sorban és minden oszlopban be nem

tudunk fiiggetlen nulldkat jelolni. Ez fogja megadni, hogy kik lesznek a parok.

LT L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1,4 5 2 0 1 5 F1 |4 5 2 0 1 5
F2,2 4 1 0 2 3 F2|12 4 1 0 2 3
F3 {3 3 2 0 2 5 = F3 13 3 2 0 2 5
F4 12 2 3 0 4 5 F4 12 2 3 0 4 5

F5*10 0 O M 0 O F5*10 0 O M 0 O
Fex| 0 0 0 M O O F6*| 0 0 O M 0 O
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L1 L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1 |3 4 1 0 0 4 F1 | 3 4 1 0 0 4
{ F2{1 3 0 0 1 2 F2/1 3 0 0 1 2
X =
F3 /2 2 1 0 1 4 = F3 /]2 2 1 0 1 4
e
F4 |1 1 2 0 3 4 F4 11 1 2 0 3 4
F5* 0 0 O M 0 O F5* 0 0 O M O O
F6*| 0 0 O M O O F6*| 0 0 O M O O
L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1 |3 4 1 1 0 4
{1 3 0 1 1 2
x=1
F3 {1 1 O O O 3
-
F410 0 1 0 2 3
F5* 0 0 O M O O
F6x| 0 O O M 0O O

Amint latjuk, itt mar minden sorban és oszlopban pontosan egy darab nulla van jeldlve, igy ez mar
optimédlis. Ha ezeket a parokat éllitjuk 0ssze, akkor tudunk leginkdbb a lanyok kedvére tenni.

A téblazatban azt is latjuk, hogy mindegy lenne, hogy a negyedik fitit az els6 vagy a masodik lany
kapja parnak. Tobbféleképpen is ki tudtuk volna vélasztani a fiiggetlen nulldkat. Ez minddssze annyit
jelent, hogy az optimdlis értéket tobb parositasbdl is visszakapnank.

Nézziik meg, hogy ez a parositds mit is jelent:

L1 L2 L3 14 L5 L6
F1|]6 5 8 10 9 5
F2/6 4 7 8 6 5
F3/5 5 6 8 6 3

F417 7 6 9 5 4
A fenti tablazat alapjan val6jaban mindegy, hogy az els6 vagy a masodik lany tdncol a negyedik fitval,

hiszen mindketten 7-et jeloltek meg a skalén.
Az 6sszérték: 9 +7+ 8+ 7 = 31



